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Abstract
Using the Guirardel-Levitt outer space of a free product, we prove that the outer
automorphism group of the outer automorphism group of the universal Coxeter
group of rank n ¥ 5 is trivial, and that it is a cyclic group of order 2 if n  4. In
addition we prove that the outer automorphism group of the automorphism group
of the universal Coxeter group of rank n ¥ 4 is trivial. 1
1 Introduction
Soit n un entier plus grand que 2. On note F  Z{2Z le groupe cyclique d’ordre 2 et
Wn  n F le groupe de Coxeter universel de rang n, produit libre de n copies de F .
Si G est un groupe, on note OutpGq  AutpGq{IntpGq son groupe d’automorphismes
exte´rieurs. Nous de´montrons dans cet article les re´sultats suivants.
The´ore`me 1.1. Si n ¥ 5, alors Out pOut pWnqq  t1u. Si n  4, alors OutpOutpWnqq
est isomorphe a` Z{2Z.
The´ore`me 1.2. Si n ¥ 4, alors OutpAutpWnqq  t1u.
De tels re´sultats sont de´ja` connus dans le cas ou` n  2 (cf. [Tho, Lemma 1.4.2,
Lemma 1.4.3]) ou` tous les automorphismes de OutpW2q sont inte´rieurs et ou` OutpAutpW2qq
est un groupe cyclique d’ordre 2. Dans le cas ou` n  3, les groupes AutpW3q et OutpW3q
sont isomorphes a` AutpF2q et PGLp2,Zq respectivement, avec F2 un groupe libre de rang
2 (cf. [Var, Lemma 2.3]). Nous obtenons donc une description de OutpOutpWnqq pour
tout entier n plus grand que 2.
De telles questions de rigidite´ alge´brique ont de´ja` e´te´ re´solues dans des cas similaires.
En effet, Mostow [Mos] a de´montre´ que le groupe des automorphismes exte´rieurs de
re´seaux irre´ductibles uniformes de groupes de Lie re´els, connexes, semi-simples et non
localement isomorphes a` SL2pRq est fini. De meˆme, Ivanov [Iva, Theorem 2] a de´montre´
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un re´sultat similaire dans le cas du groupe modulaire d’une surface compacte, connexe,
orientable de genre g ¥ 2. Enfin, Bridson et Vogtmann [BV] ont de´montre´ que tout
automorphisme du groupe des automorphismes exte´rieurs d’un groupe libre de rang N
(avecN ¥ 3) est une conjugaison. Ce dernier cas a motive´ l’e´tude de la rigidite´ alge´brique
de OutpWnq d’une part a` cause de la proprie´te´ d’universalite´ pour les groupes engendre´s
par des e´le´ments d’ordre 2 de Wn, d’autre part car, si n ¥ 3, le groupe AutpWnq s’injecte
dans AutpFn1q (cf. [Mu¨h, Theorem A]).
Pour de´montrer les the´ore`mes 1.1 et 1.2, nous e´tudions l’action de Wn sur un com-
plexe simplicial de drapeaux introduit par Guirardel et Levitt. Plus pre´cise´ment, nous
cherchons a` comprendre les stabilisateurs de certains sommets de ce complexe. En ef-
fet, les stabilisateurs de ces sommets formant une partie ge´ne´ratrice de AutpWnq et
OutpWnq, comprendre l’image de ces stabilisateurs par des automorphismes de AutpWnq
et OutpWnq nous permettra de faciliter l’e´tude de ces derniers. L’e´tude de l’action de
Wn sur un complexe simplicial se justifie e´galement par la de´monstration des the´ore`mes
similaires dans les cas des re´seaux des groupes de Lie semi-simples, du groupe modulaire
d’une surface de type fini et du groupe des automorphismes d’un groupe libre qui passait
e´galement par l’e´tude de l’action du groupe e´tudie´ sur un espace ge´ome´trique adapte´.
En particulier, dans le cas du groupe des automorphismes exte´rieurs d’un groupe libre
de rang N , cet objet ge´ome´trique e´tait l’outre-espace de Culler-Vogtmann CVN , qui fut
introduit par Culler et Vogtmann dans [CV].
Dans le cas de Wn, Guirardel et Levitt [GL2] ont introduit un espace topologique
analogue a` l’outre-espace de Culler et Vogtmann, appele´ l’outre-espace d’un produit li-
bre. Dans le cas d’un produit libre de copies de F , cet espace sera note´ POpWnq. Ce
dernier est de´fini comme un ensemble de classes d’homothe´tie de graphes de groupes
me´triques marque´s de groupe fondamental isomorphe a` Wn. Muni de la topologie dite
faible, l’espace POpWnq se re´tracte par de´formation forte sur un complexe simplicial
de drapeaux, appele´ l’e´pine de POpWnq. Le groupe OutpWnq agit naturellement sur
POpWnq et sur son e´pine par pre´composition du marquage. Le groupe AutpWnq agit
quant a` lui sur l’autre espace de Wn, note´ PApWnq. Nous renvoyons a` la partie 2 pour
des pre´cisions.
La de´monstration du the´ore`me 1.1 est inspire´e de celle de Bridson et Vogtmann dans
le cas d’un groupe libre [BV], mais des complications structurelles apparaissent. Nous
pre´sentons la de´monstration dans le cas de OutpWnq, le cas de AutpWnq e´tant similaire.
Son plan, tre`s simplifie´, est le suivant. L’e´pine de l’outre-espace POpWnq contient, a` la
diffe´rence de celle de l’outre-espace de Culler-Vogtmann qui n’en contient qu’un, deux
types de sommets distingue´s, a` savoir les t0u-e´toiles et les F -e´toiles, voir la partie 2 et
la figure 1.
Nous e´tudions tout d’abord les stabilisateurs des t0u-e´toiles et des F -e´toiles sous
l’action de OutpWnq. Nous montrons dans la partie 3 que les sous-groupes de OutpWnq
isomorphes a` Sn sont les stabilisateurs de t0u-e´toiles et les sous-groupes de OutpWnq
isomorphes au produit semi-direct Fn2Sn1 sont les stabilisateurs de F -e´toiles. Ces
derniers repre´sentent un cas nouveau en comparaison de la preuve de [BV] dans le cas
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Figure 1: Exemples de graphes de groupes dont les classes d’e´quivalence sont
respectivement une t0u-e´toile et une F -e´toile (cas n  6). Les areˆtes ont des groupes
associe´s triviaux. L’ensemble tx1, . . . , x6u est une partie ge´ne´ratrice standard de W6.
d’un groupe libre. De ce fait, tout automorphisme α de OutpWnq pre´serve l’ensemble
des stabilisateurs de t0u-e´toiles et l’ensemble des stabilisateurs de F -e´toiles. Fixons
α P AutpOutpWnqq. Le groupe OutpWnq agissant transitivement sur l’ensemble des t0u-
e´toiles, nous pouvons supposer que α induit un automorphisme du stabilisateur d’une
t0u-e´toile X . Les stabilisateurs de t0u-e´toiles e´tant isomorphes a` Sn, si n ¥ 5 et n  6,
nous pouvons supposer que la restriction de α au stabilisateur de X est e´gale a` l’identite´.
Nous montrons alors qu’un tel α pre´serve le stabilisateur d’une F -e´toile Y adjacente a` X ,
et que la restriction de α au stabilisateur de Y est en fait l’identite´. Le groupe OutpWnq
e´tant engendre´ par l’union des stabilisateurs d’une t0u-e´toile et d’une F -e´toile adjacente,
ceci conclut la de´monstration si n ¥ 5. Le cas n  4, qui pre´sente un automorphisme
exte´rieur exceptionnel, est traite´ dans la partie 4.
Remerciements. Je remercie chaleureusement mes directeurs de the`se, Camille Horbez et
Fre´de´ric Paulin, pour leurs pre´cieux conseils et pour leur lecture attentive des diffe´rentes versions
du pre´sent article.
2 Pre´liminaires
Nous rappelons tout d’abord la de´finition de l’outre-espace PO pWnq introduit par Guirar-
del et Levitt dans [GL2]. Un point de POpWnq est une classe d’homothe´tie de graphes de
groupes me´triques X de groupe fondamental Wn munis d’un isomorphisme de groupes
appele´ marquage ρ : Wn Ñ pi1pXq (pour un choix indiffe´rent de point base) ve´rifiant :
(1) le graphe sous-jacent a` X est un arbre fini ;
(2) tous les groupes d’areˆtes sont triviaux ;
(3) il y a exactement n sommets de groupes associe´s isomorphes a` F ;
(4) tous les autres sommets ont un groupe associe´ trivial ;
(5) toute feuille de l’arbre sous-jacent a un groupe associe´ non trivial ;
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(6) si v est un sommet de groupe associe´ trivial, alors degpvq ¥ 3.
Deux graphes me´triques marque´s pX, ρq et pX 1, ρ1q sont dans la meˆme classe d’homothe´tie
s’il existe une homothe´tie f : X Ñ X 1 (i.e. un home´omorphisme multipliant toutes les
longueurs des areˆtes par un meˆme scalaire strictement positif) telle que f  ρ  ρ
1. On
note rX, ρs la classe d’homothe´tie d’un tel graphe de groupes me´trique marque´ pX, ρq. Si
le marquage est sous-entendu, on notera X la classe d’homothe´tie. Le groupe AutpWnq
agit par pre´composition du marquage. E´tant donne´ que pour tout α P InnpWnq, et pour
tout X P POpWnq, nous avons αpX q  X , l’action de AutpWnq sur POpWnq induit une
action de OutpWnq sur POpWnq.
La de´finition de l’autre espace de Wn, note´ PApWnq, est identique a` celle de POpWnq
a` ceci pre`s que chaque graphe de groupes me´trique conside´re´ est muni d’un point base v.
Le marquage est alors un isomorphisme de groupes ρ : Wn Ñ pi1pX, vq. Les homothe´ties
conside´re´es pre´servent les points bases. Le groupe AutpWnq agit par pre´composition du
marquage.
L’ensemble POpWnq (resp. PApWnq) est muni d’une topologie. Pour tout e´le´ment
rX, ρs P POpWnq, soit pX, ρq un repre´sentant de cette classe d’e´quivalence tel que la
somme des longueurs des areˆtes du graphe sous-jacent soit e´gale a` 1. Le graphe de
groupes pX, ρq de´finit alors un simplexe ouvert obtenu en faisant varier les longueurs des
areˆtes du graphe sous-jacent a` pX, ρq, de manie`re a` ce que la somme des longueurs des
areˆtes soit toujours e´gale a` 1. Une classe d’e´quivalence rX 1, ρ1s P POpWnq de´finit une
face de codimension 1 du simplexe associe´ a` pX, ρq si l’on peut obtenir pX 1, ρ1q a` partir de
pX, ρq en e´crasant une areˆte du graphe sous-jacent a` X. La topologie faible sur POpWnq
est alors de´finie de la manie`re suivante : un ensemble est ouvert si, et seulement si, son
intersection avec chaque simplexe ouvert est ouverte.
Nous rappelons a` pre´sent la de´finition d’un re´tract par de´formation forte OutpWnq-
e´quivariant de POpWnq, appele´ l’e´pine de l’outre-espace. L’e´pine de POpWnq est le
complexe simplicial de drapeaux dont les sommets sont les simplexes ouverts associe´s
a` chaque classe d’e´quivalence rX, ρs, et ou` deux sommets correspondant a` des classes
d’e´quivalence de graphes de groupes marque´s rX, ρs et rX 1, ρ1s sont relie´s par une areˆte
si rX, ρs de´finit une face du simplexe associe´ a` rX 1, ρ1s ou re´ciproquement. L’e´pine de
PApWnq est de´finie de manie`re similaire. Il existe un plongement de l’e´pine de POpWnq
dans POpWnq ayant pour image l’e´pine barycentrique de POpWnq. Par la suite, nous
identifierons l’e´pine de POpWnq avec son image par ce plongement. De meˆme, il existe un
plongement de l’e´pine de PApWnq dans PApWnq ayant pour image l’e´pine barycentrique
de PApWnq.
Si X est un graphe de groupes, on note AutgrpXq le groupe des automorphismes du
graphe sous-jacent a` X. Si X est un graphe de groupes pointe´, la notation AutgrpXq
de´signe le groupe des automorphismes du graphe pointe´ sous-jacent a` X. Nous ap-
pellerons t0u-e´toile la classe d’e´quivalence dans POpWnq d’un graphe de groupes marque´
dont le graphe sous-jacent est un arbre ayant n feuilles et n  1 sommets et de longueur
4
d’areˆtes constante. Nous appellerons F -e´toile la classe d’e´quivalence dans POpWnq d’un
graphe de groupes marque´ dont le graphe sous-jacent est un arbre ayant n 1 feuilles et
n sommets et de longueur d’areˆtes constante. Les sommets correspondants dans l’e´pine
de POpWnq sont encore appele´s t0u-e´toiles et F -e´toiles. Dans le cas de PApWnq, les
de´finitions des t0u-e´toiles et des F -e´toiles sont identiques a` ceci pre`s que l’on suppose
e´galement que le point base est le centre (l’unique sommet qui n’est pas une feuille) du
graphe.
On fixe de´sormais une partie ge´ne´ratrice standard tx1, . . . , xnu de Wn.
Le groupe Aut pWnq (et donc Out pWnq) est de type fini. Nous de´crivons main-
tenant une partie ge´ne´ratrice finie. Pour tout i P t1, . . . , n  1u, on note τi : Wn Ñ Wn
l’automorphisme envoyant xi sur xi 1, xi 1 sur xi et qui fixe tous les autres ge´ne´rateurs.
Pour tous les i, j P t1, . . . , nu tels que i  j, on note σi,j : Wn Ñ Wn l’automorphisme
qui envoie xi sur xjxixj et qui fixe tous les autres ge´ne´rateurs. La proposition suivante
est due a` Mu¨hlherr.
Proposition 2.1. [Mu¨h, Theorem B] Le groupe AutpWnq est engendre´ par τ1, . . . , τn1
et par σ1,2.
Si α est un e´le´ment de AutpWnq, sa classe d’automorphismes exte´rieurs sera note´e rαs.
Soit p : AutpWnq Ñ OutpWnq la projection canonique. On note rAn  xτ1, . . . , τn1y et
An  pp rAnq. Les groupes rAn et An sont isomorphes au groupe syme´trique Sn. On noterUn  xτ1, . . . , τn2, σ1,ny et Un  pprUnq. On voit que rUn est isomorphe au produit semi-
direct Fn1  Sn1, alors que Un est isomorphe au produit semi-direct F
n2  Sn1,
ou` Sn1 agit dans les deux cas par permutation des facteurs, en conside´rant F
n2
comme le quotient de Fn1 par le sous-groupe F diagonal. Soient rBn  xτ1, . . . , τn2y
et Bn  pp rBnq. Les groupes rBn et Bn sont isomorphes a` Sn1.
Nous traitons a` pre´sent le cas ou` n  3. Soit  : W3 Ñ Z{2Z le morphisme envoyant,
pour tout i P t1, 2, 3u, l’e´le´ment xi sur 1. Mu¨hlherr ([Mu¨h, Theorem A]) a montre´
que kerpq est un sous-groupe caracte´ristique de W3. De plus, kerpq est un groupe
libre a` 2 ge´ne´rateurs, librement engendre´ par x1x2 et x2x3. Ceci induit un morphisme
ρ : AutpW3q Ñ AutpF2q, qui est en fait un isomorphisme (c.f. [Var, Lemma 2.3]).
Proposition 2.2. Le morphisme ρ : AutpW3q Ñ AutpF2q induit un isomorphisme entre
OutpW3q et PGLp2,Zq.
De´monstration. Soient a et b les ge´ne´rateurs de F2. On remarque tout d’abord que
IntpF2q  ρpIntpW3qq. Donc le noyau du morphisme surjectif AutpW3q Ñ OutpF2q est
inclus dans IntpW3q. Pour tout i P t1, 2, 3u, soit adxi P AutpW3q la conjugaison globale
par xi. Un calcul imme´diat montre que, pour tout i P t1, 2, 3u, ρpadxiq est dans la
classe d’automorphisme exte´rieur du morphisme ι : F2 Ñ F2 envoyant a sur a1 et b sur
b1. De ce fait, puisque le sous-groupe xrιsy est distingue´ dans OutpF2q, le morphisme
ρ induit un isomorphisme entre OutpW3q et OutpF2q{ xrιsy. Comme ι est envoye´ par le
morphisme d’abe´lianisation sur Id P GLp2,Zq, on voit que OutpW3q est isomorphe a`
PGLp2,Zq.
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Nous allons de´montrer les the´ore`mes 1.1 et 1.2 en e´tudiant les stabilisateurs des t0u-
e´toiles et des F -e´toiles sous l’action de OutpWnq et AutpWnq. Pour cela, nous utiliserons
les re´sultats suivants, dus respectivement a` Hensel et Kielak et a` Guirardel et Levitt,
qui donnent des informations sur les points fixes de sous-groupes de OutpWnq.
Proposition 2.3. [HK, Corollary 6.1.] Soient n ¥ 1 un entier et H un sous-groupe fini
de OutpWnq. Alors H fixe un point de POpWnq.
Corollaire 2.4. Soient n ¥ 1 un entier et H un sous-groupe fini de AutpWnq. Alors H
fixe un point de PApWnq.
De´monstration. Soit p : AutpWnq Ñ OutpWnq la projection canonique. Alors ppHq
est un sous-groupe fini de OutpWnq, donc par la proposition 2.3, ppHq fixe un point X
de l’outre-espace. Soient X un repre´sentant de X et X son graphe sous-jacent. Comme
tout automorphisme inte´rieur agit sur X, et que ppHq agit e´galement sur X, on en de´duit
que H agit sur X. E´tant donne´ que H est fini et que X est un arbre, on voit que H fixe
un point v de X. Donc la classe d’homothe´tie du graphe de groupes me´trique marque´
pointe´ pX, vq est fixe´e par H.
Proposition 2.5. [GL1, Theorem 8.3.] Soit n ¥ 2 un entier. Si H est un sous-groupe
de type fini de OutpWnq (resp. AutpWnq) fixant un point de POpWnq (resp. PApWnq),
alors l’ensemble des points fixes de H est contractile pour la topologie faible.
On note FixPOpWnqpGq l’ensemble des points fixes d’un sous-groupe G de OutpWnq
dans POpWnq (ou FixpGq s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´). On note de plus FixKnpGq
l’ensemble des points fixes de G contenus dans l’e´pine de POpWnq. Puisque l’e´pine
de POpWnq est un re´tract par de´formation forte OutpWnq-e´quivariant de POpWnq, nous
de´duisons de la proposition 2.5 le re´sultat suivant.
Corollaire 2.6. Soit n ¥ 2 un entier. Si H est un sous-groupe de type fini de OutpWnq
fixant un point de l’e´pine de POpWnq, alors l’ensemble FixpHq des points fixes de H
dans l’e´pine de POpWnq est connexe pour la topologie faible.
Soit X un point de l’e´pine de POpWnq. On note X un repre´sentant de X et T l’arbre
de Bass-Serre associe´ a` X. Nous de´finissons a` pre´sent un morphisme de groupes
Φ: StabOutpWnqpX q Ñ AutgrpXq.
Soient rαs P StabOutpWnqpX q, et α P AutpWnq un repre´sentant de rαs. Il existe un
automorphisme rHα P AutpT q tel que pour tout x P T , et pour tout g P Wn on ait
αpgq rHαpxq  rHαpgxq. L’automorphisme rHα induit un automorphisme Hα P AutgrpXq,
et l’application α ÞÑ Hα passe au quotient pour donner un morphisme
Φ: StabOutpWnqpX q Ñ AutgrpXq.
Nous pouvons a` pre´sent de´montrer un re´sultat identique au corollaire 2.6 dans le cas
de PApWnq.
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Corollaire 2.7. Soit n ¥ 2 un entier. Si H est un sous-groupe fini de AutpWnq fixant un
point de l’e´pine de PApWnq, alors l’ensemble FixpHq des points fixes de H dans l’e´pine
de PApWnq est connexe pour la topologie faible.
De´monstration. Soient X et Y deux points de l’e´pine de PApWnq fixe´s par H. Soit
p1 : PApWnq Ñ POpWnq le morphisme canonique d’oubli du point base. On rappelle que
p : AutpWnq Ñ OutpWnq est la projection canonique. Alors ppHq fixe p1pX q et p1pYq,
donc par le corollaire 2.6 il existe dans FixKnpppHqq un chemin continu P de p1pX q vers
p1pYq. Soient X1, . . . ,Xn les sommets de Kn conse´cutifs dans P (on suppose p1pX q  X1
et Xn  p1pYq) tels que, pour tout i P t1, . . . , n  1u, Xi et Xi 1 sont relie´s par une
areˆte dans Kn. Soit X1 un repre´sentant de X1 et pour tout i P t2, . . . , nu, soit Xi un
repre´sentant de Xi obtenu en e´crasant ou en e´clatant une foreˆt de Xi1. Pour tout
i P t1, . . . , nu, comme tout automorphisme inte´rieur agit trivialement sur Xi, et puisque
ppHq agit e´galement sur Xi, on en de´duit que H agit sur Xi. De plus, e´tant donne´ que
H est fini et que le graphe sous-jacent Xi de Xi est un arbre, on voit que H fixe un
point vi de Xi. Pour tout i, soit rXi la classe d’e´quivalence du graphe me´trique marque´
pointe´ pXi, viq (on suppose que rX1  X et rXn  Y). Alors rXi est fixe´ par H.
Nous construisons a` pre´sent pour tout i P t1, . . . , n  1u, un chemin continu inclus
dans l’ensemble des points fixes de H dans l’e´pine de PApWnq entre rXi et rXi 1, ce qui
conclura. La construction e´tant syme´trique, nous pouvons supposer, quitte a` changer
les repre´sentants Xi et Xi 1, que Xi 1 est obtenu a` partir de Xi en e´crasant une foreˆt
F . Soient ∆ le simplexe ouvert dans PApWnq associe´ a` pXi, viq et e l’areˆte de l’e´pine
barycentrique de PApWnq reliant rXi et rXi 1. Pour toute areˆte f de F , soit `f la longueur
de f . Pour tout t P r0, 1s, soient Xti le graphe de groupes me´trique obtenu a` partir de
Xi en donnant a` toute areˆte f P F la longueur p1  tq`f , et prt : Xi Ñ Xti la projection
canonique. On observe que X0i  Xi et que X
1
i  Xi 1.
Puisque H stabilise Xi et Xi 1, on voit que H stabilise la foreˆt F . Donc, pour
tout t P r0, 1s, le groupe H stabilise Xti . Puisque H fixe le sommet vi de Xi, il fixe
e´galement, pour tout t P r0, 1s, le sommet prtpxiq. Ceci induit un chemin continu de rXi
vers la classe d’e´quivalence dans Kn de pXi 1, pr1pviqq. Si pr1pviq  vi 1, alors, puisque
le graphe sous-jacent a` Xi 1 est un arbre, H fixe l’unique arc dans Xi 1 reliant pr1pviq
et vi 1. Ceci induit alors un chemin continu contenu dans l’ensemble des points fixes de
H dans l’e´pine de PApWnq entre la classe d’e´quivalence dans Kn de pXi 1, pr1pviqq etrXi 1, ce qui conclut.
Soient X un point de l’e´pine de POpWnq et X un repre´sentant de X . On note
Φ: StabOutpWnqpX q Ñ AutgrpXq le morphisme naturel. Nous donnons maintenant une
description de kerpΦq. Soit rX, ρs un point de l’e´pine de POpWnq. On note pX, ρq un
repre´sentant de rX, ρs et X le graphe sous-jacent a` X. Soit e une areˆte de X reliant le
sommet v  opeq au sommet w  tpeq. Soit z P Gv un e´le´ment du groupe associe´ au
sommet v, et z son ante´ce´dent par ρ. Nous de´finissons a` pre´sent le twist par z autour
de e. Soit Gu le groupe associe´ a` un sommet u. Le twist par z autour de e, note´ Dz,
est l’automorphisme de Wn, bien de´fini modulo conjugaison, qui est e´gal a` l’identite´ sur
ρ1pGuq si u est dans la meˆme composante connexe de X prive´ de l’inte´rieur de e que
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v, et qui a` x P ρ1pGuq associe zxz
1 si u n’est pas dans la meˆme composante connexe
que v. Nous avons le re´sultat suivant, duˆ a` Levitt.
Proposition 2.8. [Lev, Proposition 2.2 and 3.1] Soit n ¥ 2 un entier. Soient X un
point de l’e´pine de l’outre-espace POpWnq et X un repre´sentant de X . Soient v1, . . . , vn
les sommets du graphe sous-jacent de X de groupe associe´ isomorphe a` F et soit ni le
degre´ de vi pour i  1, . . . , n. Le noyau du morphisme Φ: StabOutpWnqpX q Ñ AutgrpXq
(note´ Out0pWnq dans [Lev]) est isomorphe a`
n±
i1
Fni1, et il est engendre´ par les twists
autour des areˆtes dont l’origine appartient a` tv1, . . . , vnu et n’est pas une feuille.
Remarque 2.9. Dans le cas ou` X P PApWnq, le noyau est engendre´ par les twists
autour des areˆtes e dont l’origine opeq appartient a` tv1, . . . , vnu et n’est pas une feuille,
et telles que, si opeq est distinct du point base v, ces areˆtes ne soient pas contenues dans
l’unique chemin reliant opeq a` v. En particulier, si le groupe associe´ a` v est trivial et
si ni est le degre´ de vi pour i  1, . . . , n, alors le noyau est isomorphe a`
n±
i1
Fni1. Si le
groupe associe´ a` v est non trivial, et si on suppose v  vn, alors le noyau est isomorphe
a`

n1±
i1
Fni1


 Fnn .
3 Stabilisateurs des t0u-e´toiles et des F -e´toiles
Nous e´tudions tout d’abord les stabilisateurs des t0u-e´toiles.
Lemme 3.1. Soit n ¥ 4 un entier. Soient G un sous-groupe fini de OutpWnq isomorphe
a` Sn, et X un point de l’e´pine de POpWnq fixe´ par G. On note X un repre´sentant de
X et X le graphe sous-jacent a` X. Si le nombre de feuilles de X est n, alors X est une
t0u-e´toile.
De´monstration. Soit v un sommet de X qui n’est pas une feuille et qui soit a` distance
maximale du centre2 de X.
Affirmation. Si m  degpvq, alors v est adjacent a` au moins m 1 feuilles de X.
De´monstration. L’hypothe`se de maximalite´ sur v implique qu’il y a au plus un sommet
adjacent a` v qui n’est pas une feuille, car sinon nous pourrions trouver un sommet w
adjacent a` v qui ne serait pas une feuille et qui serait a` distance strictement plus grande
du centre que v.
Maintenant, le groupe associe´ a` v est trivial car X posse`de exactement n sommets
de groupes associe´s non triviaux, et ces sommets sont tous des feuilles car X posse`de n
feuilles. De ce fait, degpvq ¥ 3 et v est adjacent a` au moins deux feuilles, note´es v1 et
v2.
2Rappelons que le centre d’un arbre me´trique compact non vide est l’unique milieu d’un segment de
longueur maximale.
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Soient L l’ensemble des feuilles de X, et w une feuille de X distincte de v1 et v2.
Puisque les seuls sommets de X dont les groupes associe´s sont non triviaux sont des
feuilles, la proposition 2.8 montre que le morphisme naturel GÑ AutgrpXq est injectif.
Ainsi, e´tant donne´ que le groupe G est isomorphe a` Sn, et que X posse`de n feuilles, le
morphisme naturel AutgrpXq ãÑ BijpLq est un isomorphisme. Donc il existe un auto-
morphisme de X envoyant v1 sur w et fixant v2. De ce fait, w est adjacent a` v. Ainsi,
v est adjacent a` toutes les feuilles de X. Puisque le groupe AutgrpXq est isomorphe a`
BijpLq, toutes les areˆtes de X ont meˆme longueur. De ce fait, X est une t0u-e´toile.
Remarque 3.2. Le re´sultat est identique dans le cas de PApWnq. En effet, soit G un
sous-groupe fini de AutpWnq isomorphe a` Sn, et X un point de l’e´pine de PApWnq fixe´
par G. On note X un repre´sentant de X et X le graphe sous-jacent a` X. Supposons
que X posse`de n feuilles. Alors la remarque 2.9 donne que le noyau du morphisme
G Ñ AutgrpXq est un sous-groupe distingue´ de G d’ordre au plus 2. Comme G est
isomorphe a` Sn, et que n ¥ 4, le morphisme est injectif. La meˆme de´monstration que
le lemme 3.1 montre alors que X posse`de n feuilles et n  1 sommets. Il reste a` montrer
que le point base est le centre de X. Mais ceci provient du fait que le groupe G est
isomorphe a` AutgrpXq qui lui-meˆme est isomorphe a` BijpLq. Ainsi, ne´cessairement, le
point base est le centre de X. Donc X est une t0u-e´toile.
Proposition 3.3. Soient n ¥ 5 un entier et G un sous-groupe de OutpWnq isomorphe
a` Sn. Alors G est le stabilisateur dans l’e´pine de POpWnq d’une unique t0u-e´toile.
De´monstration. Puisque G est fini, d’apre`s la proposition 2.3, il existe un point X de
l’e´pine de l’outre-espace qui est fixe´ par G. Soit X un repre´sentant de X . D’apre`s
la proposition 2.8, il existe un entier k tel que le noyau de l’application naturelle
GÑ AutgrpXq soit isomorphe a` F
k XG.
Or F k X G est un 2-sous-groupe distingue´ de G  Sn. Donc, comme n ¥ 5, un tel
sous-groupe est trivial. De ce fait, G s’injecte dans AutgrpXq. Or tout automorphisme
d’un arbre est entie`rement de´termine´ par la permutation qu’il induit sur l’ensemble des
feuilles. Ainsi, si X est le graphe sous-jacent a` X et si L est l’ensemble des feuilles de
X,
G ãÑ AutgrpXq ãÑ BijpLq.
Or les repre´sentants des e´le´ments de POpWnq posse`dent au plus n sommets de groupes
non triviaux et toutes les feuilles posse`dent des groupes associe´s non triviaux. Donc
|L| ¤ n. Donc, comme G s’injecte dans BijpLq et que G est isomorphe a` Sn, on voit
que G est isomorphe a` AutgrpXq et que AutgrpXq est isomorphe a` BijpLq. De ce fait, X
posse`de n feuilles. Par le lemme 3.1, X est une t0u-e´toile.
Montrons maintenant l’unicite´. Puisque l’ensemble des t0u-e´toiles est discret dans
l’e´pine de POpWnq, par le corollaire 2.6, on conclut que G fixe une unique t0u-e´toile dans
l’e´pine de POpWnq.
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Remarque 3.4. Dans le cas de PApWnq, le re´sultat de la proposition 3.3 est vrai pour
n ¥ 4. En effet, dans le cas ou` n ¥ 5, la de´monstration est identique a` celle de la
proposition 3.3 en utilisant cette fois la remarque 3.2.
Dans le cas ou` n  4, soit X P PApW4q un point fixe´ par un sous-groupe G de
AutpWnq isomorphe a` Sn. On note X un repre´sentant de X , X le graphe sous-jacent a`
X et v le point base de X. Soit H le noyau du morphisme GÑ AutgrpXq. Supposons
par l’absurde que H ne soit pas trivial. Alors, par la remarque 2.9, le groupe H est un
2-groupe. Comme le seul 2-sous-groupe distingue´ de S4 est le groupe de Klein, le groupe
H est isomorphe a` F 2. Nous distinguons diffe´rents cas, selon le fait que le groupe associe´
a` v soit trivial ou non et selon le nombre de sommets qui ne sont pas des feuilles et
qui ont un groupe associe´ non trivial. On remarque imme´diatement que, puisque tout
arbre posse`de au moins 2 feuilles, le nombre de sommets qui ne sont pas des feuilles et
de groupes associe´s non triviaux est au plus 2.
Supposons que X contienne deux sommets qui ne soient pas des feuilles et dont les
groupes associe´s sont isomorphes a` F et que le groupe associe´ a` v soit trivial.
Soient w1 et w2 ces deux sommets. Alors degpvq ¥ 3. Comme chaque composante
connexe de Xtvu contient au moins une feuille, X contiendrait 5 sommets de groupes
associe´s non triviaux. Ceci contredit le fait qu’il y a exactement 4 sommets dans le
graphe de groupes associe´s non triviaux.
Supposons que X contienne deux sommets qui ne sont pas des feuilles et dont les
groupes associe´s sont isomorphes a` F et que le groupe associe´ a` v ne soit pas trivial.
Alors la description du noyau du morphisme G Ñ AutgrpXq donne´ dans la remar-
que 2.9 donne que le cardinal du noyau est au moins 8, ce qui contredit le fait que H est
de cardinal 4.
Supposons que X contienne un seul sommet, note´ w, de groupe associe´ non trivial
et qui ne soit pas une feuille et que le groupe associe´ a` v soit trivial. Alors degpvq ¥ 3.
Comme chaque composante connexe de X  tvu contient au moins une feuille, et qu’il
existe un sommet de groupe associe´ non trivial et qui ne soit pas une feuille, degpvq  3.
De plus, puisqu’il y a exactement 4 sommets dans le graphe de groupes associe´s non
triviaux, chaque composante connexe de Xtvu contient exactement une feuille. Donc
v est relie´ a` exactement 2 feuilles et w est relie´ a` une seule feuille et a` v. Or le
cardinal du groupe des automorphismes d’un tel graphe est e´gal a` 2. Comme le noyau
du morphisme GÑ AutgrpXq est de cardinal 4, ceci contredit le fait que G est isomorphe
a` S4.
Supposons que X contienne un seul sommet, note´ w, de groupe associe´ non trivial
et qui ne soit pas une feuille. Si v est une feuille, alors le graphe posse`de exactement
3 feuilles, dont l’une est le point base. De ce fait, comme tout automorphisme de X
est induit par son action sur les feuilles, le groupe des automorphismes d’un tel graphe
pointe´ est de cardinal 2. Comme le noyau du morphisme GÑ AutgrpXq est de cardinal
4, ceci contredit le fait que G est isomorphe a` S4.
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Supposons alors que le point base v ne soit pas une feuille. Par les cas pre´ce´dents,
v  w. Comme le nombre de sommets de groupes non trivial est exactement 4, et que
tout sommet de groupe associe´ trivial est de degre´ au moins 3, le graphe X contient
au plus un sommet de groupe associe´ trivial. Le cas ou` le nombre de sommets de
groupe associe´ trivial est e´gal a` 1 n’est pas possible car alors le cardinal du groupe
des automorphismes d’un tel graphe est e´gal a` 2, contredisant le fait que le noyau du
morphisme GÑ AutgrpXq est de cardinal 4 et que G est isomorphe a` S4.
Dans le cas ou` le nombre de sommets de groupe associe´ trivial est nul, on voit
que X est une F -e´toile. Or, par la remarque 2.9, le cardinal du noyau du morphisme
GÑ AutgrpXq est e´gal a` 8, d’ou` une contradiction.
En conclusion, le morphisme GÑ AutgrpXq est e´galement injectif dans le cas ou` X
appartient a` PApW4q et n  4. La suite de la de´monstration est alors identique a` la
proposition 3.3.
Nous de´montrons a` pre´sent un re´sultat similaire pour les F -e´toiles. Pour cela, nous
avons besoin du lemme suivant.
Lemme 3.5. Soient n ¥ 4 un entier et X un point de l’e´pine de POpWnq. On note X
un repre´sentant de X et X le graphe sous-jacent a` X. Soit k l’entier tel que le noyau du
morphisme naturel StabOutpWnqpX q Ñ AutgrpXq soit isomorphe a` F k. Alors k ¤ n 2.
Par ailleurs, k  n  2 si, et seulement si, l’ensemble V X des sommets de X est de
cardinal n.
De´monstration. Supposons que |V X| ¡ n. Soient v un sommet de groupe associe´
trivial et e une areˆte de X reliant v a` un sommet w. Une telle areˆte existe car X est
connexe et le nombre de sommets de X de groupe non trivial est e´gal a` n.
Affirmation. Soient Y le graphe de groupes marque´ obtenu a` partir de X en con-
tractant l’areˆte e et Y sa classe d’e´quivalence dans l’e´pine de POpWnq. Alors le noyau
du morphisme naturel StabOutpWnqpYq Ñ AutgrpY q est isomorphe a` F l, avec l  k si le
groupe associe´ a` w est trivial, et l ¥ k   1 sinon.
De´monstration. Si le groupe associe´ a` w est trivial, alors contracter l’areˆte e ne
modifie pas le degre´ des sommets dont le groupe associe´ est non trivial. Donc, dans ce
cas, k  l. Supposons maintenant que le groupe associe´ a` w ne soit pas trivial. Notonsvw le sommet obtenu en contractant e. Le groupe associe´ a` vw est non trivial. Alors,
puisque, par hypothe`se, degpvq ¥ 3, nous avons :
degpvwq  degpvq   degpwq  2 ¥ degpwq   1.
Ainsi, dans ce cas, l ¥ k   1.
De ce fait, si |V X| ¡ n, il existe une areˆte reliant un sommet de groupe associe´
trivial et un sommet de groupe associe´ non trivial. Par l’affirmation pre´ce´dente, l’entier
k associe´ au morphisme StabOutpWnqpX q Ñ AutgrpXq n’est pas maximal.
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Ainsi, pour calculer la borne maximale de k, nous pouvons supposer que X posse`de
n sommets, tous de groupe associe´ non trivial. Donc,¸
vPV X
degpvq  2|EX|  2n 2 ,
la dernie`re e´galite´ provenant du fait que X soit un arbre. Ainsi,
k 
¸
vPV X
pdegpvq  1q 
¸
vPV X
degpvq  n  2n 2 n  n 2.
Donc, k ¤ n 2, et si |V X|  n, alors k  n 2.
Supposons maintenant que k  n 2. Par l’affirmation pre´ce´dente, la proce´dure de
contraction pre´sente´e fait croˆıtre strictement k lorsque l’on contracte une areˆte reliant
un sommet de groupe associe´ trivial et un sommet de groupe associe´ non trivial. Donc
X ne peut pas contenir de sommets ayant un groupe associe´ trivial. Donc le cardinal de
V X est e´gal a` n.
Remarque 3.6. Dans le cas de PApWnq, soit X un point de l’e´pine de PApWnq. On
note X un repre´sentant de X et X le graphe sous-jacent a` X. Soit k l’entier tel que le
noyau du morphisme naturel StabAutpWnqpX q Ñ AutgrpXq soit isomorphe a` F k. Alors
une de´monstration identique au lemme 3.5 montre que k ¤ n  1 avec e´galite´ si, et
seulement si, |V X|  n.
Nous pouvons maintenant montrer le re´sultat suivant concernant les stabilisateurs
de F -e´toiles dans OutpWnq.
Proposition 3.7. (1) Soit n ¥ 4 un entier. Le cardinal maximal d’un sous-groupe
fini de OutpWnq est 2
n2pn 1q! .
(2) Supposons n ¥ 5. Soient G un sous-groupe de OutpWnq, et X un point de l’e´pine
de POpWnq fixe´ par G. On note X un repre´sentant de X et X le graphe sous-jacent
a` X. Si X posse`de n feuilles, alors |G|   2n2pn 1q! .
(3) Supposons n ¥ 4. Soient G un sous-groupe de OutpWnq isomorphe a` F
n2Sn1,
et X un point de l’e´pine de POpWnq fixe´ par G. On note X un repre´sentant de X
et X le graphe sous-jacent a` X. Si le nombre de feuilles de X est n  1, alors X
est une F -e´toile.
(4) Supposons n ¥ 5. Soit G un sous-groupe de OutpWnq isomorphe a` F
n2 Sn1.
Alors G est le stabilisateur d’une unique F -e´toile.
De´monstration. Si X est un e´le´ment de l’e´pine de POpWnq, nous noterons X un
repre´sentant de X . Nous noterons e´galement X le graphe sous-jacent a` X et L l’ensemble
des feuilles de X. Puisque X est un arbre, tout automorphisme de X est entie`rement
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de´termine´ par son action sur les feuilles. Donc le morphisme de restriction de AutgrpXq
dans BijpLq est injectif.
Montrons l’assertion p1q. Puisque tout sous-groupe fini de OutpWnq fixe un point de
l’e´pine de POpWnq par la proposition 2.3, il suffit de montrer que, pour X un point de
l’e´pine de l’outre-espace, |StabOutpWnqpX q| ¤ 2n2pn1q! . D’apre`s la proposition 2.8, il
existe un entier k tel que le noyau du morphisme naturel StabOutpWnqpX q Ñ AutgrpXq
soit isomorphe a` F k. De ce fait, |StabOutpWnqpX q| ¤ 2k|AutgrpXq|.
Nous distinguons deux cas, selon le cardinal de L.
• Supposons que |L| ¤ n  1. Alors AutgrpXq, qui s’injecte dans BijpLq, s’injecte
dans Sn1. Ainsi,
|StabOutpWnqpX q| ¤ 2k|AutgrpXq| ¤ 2kpn 1q! ¤ 2n2pn 1q! ,
ou` la dernie`re ine´galite´ de´coule du lemme 3.5.
• Supposons que |L|  n. Alors tous les sommets ayant des groupes associe´s non
triviaux sont des feuilles. Ainsi, k  0 par la proposition 2.8. Puisque BijpLq est
isomorphe a` Sn, nous avons
|StabOutpWnqpX q| ¤ |AutgrpXq| ¤ n! .
Or puisque n ¥ 4, nous avons n ¤ 2n2, donc n! ¤ 2n2pn 1q!, ce qui conclut.
Donc, pour tout sous-groupe fini G de OutpWnq, l’ordre de G est au plus 2
n2pn1q! .
Cette borne est atteinte par le groupe Un  xrτ1s, . . . , rτn2s, rσ1,nsy. qui est isomorphe
au produit semi-direct Fn2 Sn1.
Soient n ¥ 5 et G, X et X comme dans l’e´nonce´ de l’assertion p2q. Par la proposi-
tion 2.8, il existe un entier k tel que le noyau du morphisme naturel GÑ AutgrpXq soit
isomorphe a` F k XG. Puisque X posse`de n feuilles, par la proposition 2.8, l’entier k est
nul. De ce fait, le groupe G s’injecte dans AutgrpXq, qui s’injecte dans BijpLq. Donc
|G| ¤ n! . Or 2n2pn 1q! ¤ n! implique que n ¤ 4. D’ou` |G|   2n2pn 1q! .
Soient n ¥ 4 et G, X et X comme dans l’e´nonce´ de p3q. Comme G est de cardinal
maximal parmi les sous-groupes finis de OutpWnq, nous avons G  StabOutpWnqpX q.
Donc, par la proposition 2.8, il existe un entier k tel que le noyau du morphisme naturel
G Ñ AutgrpXq soit isomorphe a` F
k. Ainsi, puisque AutgrpXq s’injecte dans BijpLq et
que ce dernier est isomorphe a` Sn1, on voit que |G| ¤ 2
kpn  1q! . Comme k ¤ n  2
par le lemme 3.5, et puisque |G|  2n2pn  1q!, on a ne´cessairement k  n  2. Le
lemme 3.5 donne alors que X posse`de exactement n sommets. De ce fait, X posse`de
n 1 feuilles et n sommets. Par ailleurs, on voit e´galement que AutgrpXq est isomorphe
a` BijpLq. De ce fait, toutes les areˆtes de X ont la meˆme longueur. Donc X est une
F -e´toile.
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Supposons enfin que n ¥ 5 et que G soit un sous-groupe de OutpWnq isomorphe a`
Fn2 Sn1. Par la proposition 2.3, le groupe G fixe un point X de l’e´pine de l’outre-
espace. Comme G est de cardinal maximal parmi les sous-groupes finis de OutpWnq,
nous avons G  StabOutpWnqpX q. Donc, par la proposition 2.8, il existe un entier k tel
que le noyau du morphisme naturel GÑ AutgrpXq soit isomorphe a` F
k.
Affirmation. L’arbre X posse`de exactement n 1 feuilles.
De´monstration. L’assertion p2q dit que X posse`de au plus n 1 feuilles. Nous avons
|G|  2n2pn 1q! ¤ 2k|AutgrpXq| ¤ 2
n2|AutgrpXq| ;
ou` la dernie`re e´galite´ provient du lemme 3.5. Donc |AutgrpXq| ¥ pn1q! . Ainsi, puisque
X posse`de au plus n  1 feuilles, le groupe BijpLq, dans lequel s’injecte AutgrpXq, est
isomorphe a` Sn1. Donc le cardinal de L est n 1.
De ce fait, X posse`de n  1 feuilles. Par l’assertion p3q, X est une F -e´toile dans
l’e´pine de POpWnq. Par le corollaire 2.6, l’ensemble des points fixes de G est connexe.
Puisque l’ensemble des F -e´toiles est discret dans l’e´pine de POpWnq, on conclut que G
fixe une unique F -e´toile dans l’e´pine de POpWnq.
Remarque 3.8. Dans le cas de AutpWnq, soient G un sous groupe fini de AutpWnq et
X un point de l’e´pine de PApWnq fixe´ par G. On note X un repre´sentant de X et X le
graphe pointe´ sous-jacent a` X.
p1q Si n ¥ 4, le cardinal de G est plus petit que 2n1pn 1q! .
La de´monstration pour le cas ou` le nombre de feuilles de X est plus petit que n1 est
identique a` celle de la proposition 3.7 p1q en utilisant cette fois la remarque 3.6. Dans le
cas ou` le nombre de feuilles est e´gal a` n, le noyau du morphisme naturel GÑ AutgrpXq
est de cardinal plus petit que 2 par la remarque 2.9, donc |G| ¤ 2n! ¤ 2n1pn 1q! car
n ¥ 4.
p2q Si n ¥ 5 et si X posse`de n feuilles, alors |G|   2n1pn 1q! .
En effet, par la remarque 2.9, le cardinal du noyau du morphisme GÑ AutgrpXq est
plus petit que 2, donc |G| ¤ 2n!   2n1pn 1q! car n ¥ 5.
p3q Si n ¥ 4, si G est isomorphe a` Fn1 Sn1 et si X posse`de au plus n 1 feuilles,
alors X est une F -e´toile.
En effet, une de´monstration identique a` celle de la proposition 3.7 p3q montre que X
posse`de n1 feuilles et n sommets. Montrons alors que le point base est le centre de X.
Ceci de´coule du fait que le groupe des automorphismes de X est isomorphe a` Sn1 car
le noyau du morphisme GÑ AutgrpXq est isomorphe a` F
n1 et que G est isomorphe a`
Fn1 Sn1.
p4q Si n ¥ 4 et si G est isomorphe a` Fn1  Sn1, tout point de l’e´pine de PApWnq
fixe´ par G est une F -e´toile.
En effet, l’existence d’une F -e´toile fixe´e par G lorsque n ¥ 5 se de´duit des faits
pre´ce´dents.
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Dans le cas ou` n  4, soit X un point de l’e´pine de l’outre-espace fixe´ par G. Soient
X un repre´sentant de X et X le graphe sous-jacent a` X. On note L l’ensemble des
feuilles de X. Si X posse`de au plus n  1 feuilles, alors, par le fait pre´ce´dent, X est
une F -e´toile. Supposons que X posse`de exactement n feuilles. Alors la remarque 2.9
montre que le noyau du morphisme naturel GÑ AutgrpXq est de cardinal au plus 2. Il
ne peut pas eˆtre injectif car le cardinal de G est e´gal a` 48 alors que le groupe AutgrpXq
s’injecte dans BijpLq de cardinal e´gal a` 24. Donc le noyau du morphisme GÑ AutgrpXq
est de cardinal e´gal a` 2. Ainsi, le point base de X est une feuille. Or, puisque AutgrpXq
s’injecte dans BijpLq et que l’image du morphisme G Ñ AutgrpXq est de cardinal e´gal
a` 24, on voit que AutgrpXq est isomorphe a` BijpLq. Ceci contredit le fait que le point
base de X est une feuille. En conclusion, X posse`de au plus n 1 feuilles. Donc X est
une F -e´toile. La de´monstration de l’unicite´ de la F -e´toile fixe´e par G est alors identique
a` celle de la de´monstration de la proposition 3.7 p4q.
Lemme 3.9. Soit n un entier.
(1) Supposons que n ¥ 5. Soit G un sous-groupe de Sn isomorphe a` Sn1. Il existe
un automorphisme de Sn envoyant G sur tf P Bijpt1, . . . , nuq : fpnq  nu.
(2) Si n ¥ 4 et n  6 et si G est un sous-groupe de Bijpt1, . . . , nuq isomorphe a` Sn1,
alors il existe un entier i P t1, . . . , nu tel que G  tf P Bijpt1, . . . , nuq : fpiq  iu.
De´monstration. (1) L’action de Sn sur Sn{G par multiplication a` gauche est un
morphisme de groupes φ : Sn Ñ BijpSn{Gq. Le noyau de ce morphisme est un sous-
groupe distingue´ de Sn inclus dans G. Or, G est d’indice n. Donc, e´tant donne´ que
n ¥ 5, le noyau de ce morphisme est trivial. Donc, puisque les groupes Sn et BijpSn{Gq
ont meˆme cardinal fini, le morphisme φ est un isomorphisme. Soit rψ : Sn{GÑ t1, . . . , nu
une bijection envoyant tGu sur n, et ψ : BijpSn{Gq Ñ Sn l’isomorphisme induit par rψ.
Alors ψ  φ est un automorphisme de Sn envoyant G sur le sous-groupe de Sn fixant n.
(2) Nous commenc¸ons par traiter le cas ou` n  4. Il de´coule d’une inspection des sous-
groupes de S4 isomorphes a` S3. En effet, S4 posse`de exactement 4 sous-groupes iso-
morphes a` S3. Donc, il existe un entier i P t1, 2, 3, 4u tel que G  tf P Bijpt1, . . . , nuq :
fpiq  iu.
Supposons maintenant que n ¥ 5 et que n  6. Par le premier point du lemme, il
existe un automorphisme φ de Sn envoyant G sur tf P Bijpt1, . . . , nuq : fpnq  nu. Or,
si n  6, tout automorphisme de Sn est inte´rieur. Comme les automorphismes inte´rieurs
pre´servent le fait d’eˆtre le stabilisateur d’un entier, il existe un entier i P t1, . . . , nu tel
que G  tf P Bijpt1, . . . , nuq : fpiq  iu.
E´tudions les points fixes du groupe Bn dans l’e´pine de l’outre-espace de Wn.
Proposition 3.10. Soient n ¥ 4 et Bn  xrτ1s, . . . , rτn2sy.
(1) Les seuls sommets fixe´s par Bn dans l’e´pine de l’outre-espace de Wn sont des t0u-
e´toiles et des F -e´toiles.
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(2) Le groupe Bn fixe une unique F -e´toile et une unique t0u-e´toile.
Remarque. La proposition 3.10 diffe`re des propositions 3.3 et 3.7 car elle porte unique-
ment sur un sous-groupe particulier de OutpWnq. Nous ne savons pas si le re´sultat reste
vrai pour un sous-groupe de OutpWnq isomorphe a` Sn1 quelconque.
De´monstration. (1) Soient X un sommet de l’e´pine de POpWnq fixe´ par Bn et X un
repre´sentant de X . Soient X le graphe sous-jacent a` X, L l’ensemble des feuilles de X et
v1, . . . , vn les sommets de X dont les groupes associe´s sont non triviaux. Par la proposi-
tion 2.8, il existe un entier k tel que le noyau du morphisme naturel Bn Ñ AutgrpXq soit
isomorphe a` F kXBn. Or, ce noyau est un sous-groupe de F
k, et ce dernier est engendre´
par des twists. Pour tout i P t1, . . . , nu, soit yi l’ante´ce´dent par le marquage de X du
ge´ne´rateur du groupe associe´ a` vi. Pour tout i P t1, . . . , nu, les compositions de twists
contenues dans F k XBn pre´servent la classe de conjugaison dans Wn de yi alors que les
permutations du groupe engendre´ par trτ1s, . . . , rτn2su ne pre´servent pas ces dernie`res.
De ce fait, nous avons F k XBn  t1u.
Le groupe AutgrpXq s’injecte dans BijpLq. Par ailleurs, e´tant donne´ que le morphisme
φ : Bn Ñ AutgrpXq est injectif, et que Bn est isomorphe a` Sn1, nous avons |L| ¥ n1.
De plus, chaque feuille ayant un groupe associe´ non trivial, nous avons |L| ¤ n. Donc
L P tn 1, nu. Examinons les deux cas possibles.
Si |L|  n  1, alors AutgrpXq est isomorphe a` BijpLq. Montrons que X est une
F -e´toile. Soit v un sommet qui n’est pas une feuille a` distance maximale du centre de
X. L’hypothe`se de maximalite´ sur v implique qu’il y a au plus un sommet adjacent a`
v qui n’est pas une feuille, car sinon nous pourrions trouver un sommet w adjacent a` v
qui ne serait pas une feuille et qui serait a` distance strictement plus grande du centre
que v. De ce fait, v est adjacent a` au moins degpvq  1 feuilles.
Si le groupe associe´ a` v est non trivial, alors v est fixe´ par Bn car c’est le seul sommet
de X qui soit de groupe associe´ non trivial et qui ne soit pas une feuille. Donc puisque
Bn est isomorphe a` AutgrpXq, le sommet v est fixe´ par AutgrpXq. Enfin, puisque tout
e´le´ment de BijpLq est induit par un e´le´ment de AutgrpXq, le sommet v est adjacent a`
toutes les feuilles et X est une F -e´toile.
Si v est un sommet de groupe trivial, alors, par hypothe`se, degpvq ¥ 3. De ce fait, v
est adjacent a` au moins deux feuilles, note´es v1 et v2. Soit w une feuille de X distincte
de v1 et v2. Puisqu’il existe un automorphisme de X envoyant v1 sur w et fixant v2,
alors, ne´cessairement, w est adjacent a` v. Donc v est adjacent a` toutes les feuilles. Ceci
n’est pas possible car alors X contiendrait uniquement n 1 sommets de groupe associe´
non trivial. Donc v est ne´cessairement un sommet de groupe associe´ non trivial et X est
une F -e´toile.
Supposons que |L|  n. Montrons alors que X est une t0u-e´toile. Le groupe AutgrpXq
s’injecte dans BijpLq qui est isomorphe a` Sn. Par ailleurs, puisque Bn s’injecte dans
AutgrpXq, l’image de AutgrpXq dans BijpLq contient un sous-groupe de BijpLq isomorphe
a` Sn1.
Soit H l’image de Bn dans AutgrpXq. Par le lemme 3.9 p2q, si n  6, il existe une
feuille v1 de X telle que l’image de H dans BijpLq soit e´gale a` StabBijpLqpv1q. Soit v
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le sommet adjacent a` v1. Puisque v n’est pas une feuille, degpvq ¥ 3. Ou bien v est
adjacent a` une autre feuille distincte de v1, ou bien v est adjacent a` une unique feuille.
Si v est adjacent a` une unique feuille, il existe dans X des feuilles de L  tv1u a`
distance au moins 4. Soient w1 et w2 deux telles feuilles distinctes de v1, telles que w1
soit a` distance maximale du centre et que w2 soit une feuille distincte de v1 a` distance
maximale de w1. Puisque la valence de tout sommet de groupe associe´ trivial est au
moins 3, il existe une feuille w3 a` distance 2 de w2. Or l’image de H dans BijpLq est
e´gale a` StabBijpLqpv1q. Donc il existe un automorphisme de X fixant w3 et envoyant w2
sur w1, ce qui n’est pas possible par hypothe`se sur w1 et w2.
Donc v est adjacent a` une feuille distincte de v1, que l’on note v2. Soit w une feuille
de X distincte de v1 et v2. E´tant donne qu’il existe un automorphisme de X envoyant
v2 sur w et fixant v1, le sommet w est a` distance 2 de v2. En particulier, X est une
t0u-e´toile.
Traitons maintenant le cas ou` n  6. On nume´rote de 1 a` 6 les feuilles. Une con-
struction explicite d’un repre´sentant de l’unique automorphisme exte´rieur non trivial de
S6 (cf. [Mil]) donne que l’unique (a` conjugaison pre`s) sous-groupe de BijpLq isomorphe
a` S5 et qui ne soit pas un stabilisateur de feuille est le groupe
H  xp1 2qp3 4qp5 6q, p1 6qp2 4qp3 5q, p1 4qp2 3qp5 6q, p1 6qp2 5qp3 4qy .
Supposons alors que H soit inclus dans l’image de AutgrpXq dans BijpLq. Le groupe H
agit transitivement sur les feuilles de X. De ce fait, tous les sommets relie´s a` des feuilles
sont adjacents a` un meˆme nombre k de feuilles. Les seules valeurs possibles pour k sont
k P t1, 2, 3, 6u. Le cas ou` k  1 n’est pas possible car tout sommet qui n’est pas une feuille
est de degre´ au moins 3 (tous les sommets dont les groupes associe´s sont non triviaux sont
des feuilles). De plus, k  3 car H contient deux produits distincts de 3 transpositions
a` support disjoint. Enfin, k  2 car alors X posse´derait 3 sommets adjacents a` 2
feuilles. Cependant le groupe des automorphismes d’un tel graphe ne pourrait contenir
simultane´ment les permutations p1 2qp3 4qp5 6q, p1 6qp2 4qp3 5q et p1 6qp2 5qp3 4q. Donc
k  6 et X est une t0u-e´toile.
Ainsi, Bn fixe uniquement des t0u-e´toiles et des F -e´toiles.
(2) Montrons maintenant que Bn fixe une unique F -e´toile. Soit X le graphe de groupes
marque´ dont le graphe sous-jacent posse`de n sommets, note´s v1, . . . , vn, tel que les feuilles
du graphe sous-jacent soient v1, . . . , vn1, et tel que pour tout i P t1, . . . , nu, l’image
re´ciproque par le marquage du ge´ne´rateur du groupe associe´ a` vi soit xi. Soit X la classe
d’e´quivalence de X. Alors X est une F -e´toile et le stabilisateur de X est Un. Puisque
Bn  Un, ceci montre l’existence.
Montrons maintenant l’unicite´. Soit Y une autre F -e´toile fixe´e par Bn. On note Y
un repre´sentant de Y. Par le corollaire 2.6, il existe dans FixKnpBnq un chemin continu
de X vers Y. Puisque deux F -e´toiles distinctes ne sont pas relie´es par une areˆte dans
l’e´pine de POpWnq, et puisque tout sommet de FixKnpBnq est une t0u-e´toile ou une
F -e´toile, ce chemin passe par une t0u-e´toile adjacente a` X .
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Affirmation. Soient Z une t0u-e´toile adjacente a` X et Z un repre´sentant de Z. On
note Z le graphe sous-jacent a` Z et v1, . . . , vn les sommets de Z dont les groupes associe´s
sont non triviaux. Alors l’image re´ciproque par le marquage de Z des ge´ne´rateurs des
groupes associe´s aux sommets v1, . . . , vn est, a` conjugaison pre`s :
txα1n x1x
α1
n , . . . , x
αn1
n xn1x
αn1
n , xnu ,
avec αi P t0, 1u pour tout i P t1, . . . , n 1u.
De´monstration. Pour tout i P t1, . . . , nu, soit yi le ge´ne´rateur du groupe associe´ a`
vi. Puisque Z est adjacente a` X , il existe une areˆte e de Z telle que le graphe de
groupes marque´ Z 1 dont le graphe sous-jacent est obtenu a` partir de Z en contrac-
tant e soit dans la classe X . Quitte a` renume´roter, on peut supposer que l’un des
sommets de e est vn. Soient TX et TZ1 les arbres de Bass-Serre associe´s a` X et Z
1.
Les graphes de groupes X et Z 1 e´tant e´quivalents, il existe un home´omorphisme Wn-
e´quivariant f : TX Ñ TZ1 . Soit v le sommet de TX de stabilisateur xxny. Alors fpvq
a pour stabilisateur xxny. Par ailleurs, e´tant donne´ que les sommets adjacents a` v ont
pour stabilisateurs xx1y , . . . , xxn1y , xxnx1xny , . . . , xxnxn1xny, les sommets adjacents
a` fpvq ont pour stabilisateurs xx1y , . . . , xxn1y , xxnx1xny , . . . , xxnxn1xny. Donc, tout
sous-graphe fini et connexe de TZ1 ayant n sommets et n  1 feuilles et de centre fpvq
est tel que les stabilisateurs des feuilles sont
xxα1n x1x
α1
n y , . . . , xx
αn1
n xn1x
αn1
n y ,
avec αi P t0, 1u pour tout i P t1, . . . , n1u. Ainsi, l’image re´ciproque par le marquage de
Z des ge´ne´rateurs des groupes associe´s aux sommets v1, . . . , vn est, a` conjugaison pre`s :
xxα1n x1x
α1
n y , . . . , xx
αn1
n xn1x
αn1
n y ,
avec αi P t0, 1u pour tout i P t1, . . . , n 1u.
Ainsi, au vu de la description des t0u-e´toiles adjacentes a` X , le groupe Bn fixe
une unique t0u-e´toile adjacente a` X : la t0u-e´toile Z telle que les ante´ce´dents par le
marquage des ge´ne´rateurs des groupes de sommets non triviaux soient, a` conjugaison
pre`s, x1, . . . , xn. On note Z la classe d’e´quivalence de Z et Z le graphe sous-jacent a` Z.
Soit Y 1 une F -e´toile adjacente a` Z. Notons Y 1 un repre´sentant de Y 1 et Y 1 le graphe
sous-jacent a` Y . Il existe une areˆte e de Z telle que le graphe de groupes Z 1 obtenu en
contractant e soit dans Y 1. Les ante´ce´dents par le marquage de Y 1 des ge´ne´rateurs des
groupes de sommets sont donc, a` conjugaison pre`s, x1, . . . , xn.
Ainsi, puisque Bn permute les sommets de tout point de l’e´pine de POpWnq dont
l’image re´ciproque par le marquage des groupes associe´s sont xx1y , . . . , xxn1y, on voit
que l’unique F -e´toile adjacente a` Z fixe´e par Bn est X . Donc, Bn fixe une unique F -e´toile
dans l’e´pine de POpWnq.
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Montrons enfin que Bn fixe une unique t0u-e´toile. Soit Z le graphe de groupes marque´
dont le graphe sous-jacent posse`de n 1 sommets, n feuilles, note´es w1, . . . , wn, et tel que
pour tout i P t1, . . . , nu, l’image re´ciproque par le marquage du ge´ne´rateur du groupe
associe´ a` wi soit xi. Soit Z la classe d’e´quivalence de Z. Alors Z est une t0u-e´toile et le
stabilisateur de Z est An. Puisque Bn  An, ceci montre l’existence.
Montrons l’unicite´. Soit Y une autre t0u-e´toile fixe´e par Bn. Par le corollaire 2.6,
il existe un chemin continu dans FixKnpBnq de Z vers Y. Au vu de l’assertion p1q de
la proposition, ce chemin passe uniquement par des t0u-e´toiles et des F -e´toiles. Or, Bn
fixe une unique F -e´toile X , et par la dernie`re affirmation, l’unique t0u-e´toile adjacente
a` X et fixe´e par Bn est Z. Donc Bn fixe une unique t0u-e´toile dans l’e´pine de POpWnq.
Remarque 3.11. Soit n ¥ 4. Dans le cas de AutpWnq, soit rBn  xτ1, . . . , τn2y, qui est
encore isomorphe a` Sn1. Soit X un point de l’e´pine de PApWnq fixe´ par rBn. On note
X un repre´sentant de X et X le graphe sous-jacent a` X.
p1q Soit X est une F -e´toile, soit X posse`de n feuilles et n  1 sommets.
En effet, une de´monstration identique a` celle de la proposition 3.10 p1q montre que
le morphisme rBn Ñ AutgrpXq est injectif, et que le nombre de feuilles de X est soit
e´gal a` n  1, soit e´gal a` n. S’il est e´gal a` n  1, une de´monstration identique a` celle
de la proposition 3.10 p1q montre que X posse`de n sommets et n  1 feuilles. Comme
le groupe AutgrpXq contient un sous-groupe isomorphe a` Sn1 et que X posse`de n 1
feuilles, on voit que, ne´cessairement, le point base de X est son centre. Donc X est une
F -e´toile. Si le nombre de feuilles de X est e´gal a` n, une de´monstration identique a` celle
de la proposition 3.10 p1q montre que X posse`de n  1 sommets et n feuilles.
p2q Le groupe rBn fixe une unique F -e´toile.
En effet, il fixe une F -e´toile car rBn est un sous-groupe de rUn  xτ1, . . . , τn2, σ1,ny
et ce dernier est isomorphe a` Fn1 Sn1. De ce fait, la remarque 3.8 p4q permet de
conclure. Nous appellerons X l’unique F -e´toile fixe´e par rUn.
Pour l’unicite´, soit Y une autre F -e´toile fixe´e par rBn. Puisque l’ensemble des F -
e´toiles dans l’e´pine de PApWnq n’est pas connexe, tout chemin continu entre X et Y et
contenu dans l’ensemble des points fixes de rBn pour l’action de AutpWnq sur l’e´pine de
PApWnq passe par un point Z ayant un repre´sentant Z de graphe sous-jacent posse´dant n
feuilles et n 1 sommets. Soit Z le graphe sous-jacent a` Z, et v1, . . . , vn les feuilles de Z.
Une de´monstration identique a` celle de la premie`re affirmation de la de´monstration de la
proposition 3.10 p2q montre que l’image re´ciproque par le marquage de Z des ge´ne´rateurs
des groupes associe´s aux sommets v1, . . . , vn est respectivement ou bien x1, . . . , xn1, xn
ou bien xnx1xn, . . . , xnxn1xn, xn. De plus, la description de rBn montre que le point
base de Z est contenu dans l’areˆte reliant le centre de Z et vn.
Soit maintenant Z 1 un sommet de l’e´pine de PApWnq fixe´ par rBn, adjacent a` Z et
qui n’est pas une F -e´toile. Puisque Z 1 posse`de n feuilles et n 1 sommets par le premier
point de la remarque, un repre´sentant Z 1 de Z 1 est obtenu a` partir de Z en de´plac¸ant le
point base dans l’areˆte reliant le centre de Z et vn. De ce fait, l’image re´ciproque par
le marquage des ge´ne´rateurs des groupes associe´s aux feuilles de Z
1
sont les meˆmes que
pour Z.
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Donc, pour conclure sur l’unicite´ de la F -e´toile fixe´e par rBn, il suffit d’e´tudier les
F -e´toiles fixe´es par rBn est adjacente a` Z. Soit Y 1 une F -e´toile adjacente a` Z. Notons
Y 1 un repre´sentant de Y 1 et Y 1 le graphe sous-jacent a` Y . Il existe une areˆte e de Z
telle que le graphe de groupes Z 1 obtenu en contractant e soit dans Y 1. Les ante´ce´dents
par le marquage de Y 1 des ge´ne´rateurs des groupes de sommets sont donc, a` conjugaison
pre`s, x1, . . . , xn. Ainsi, puisque rBn permute transitivement les sommets de tout point
de l’e´pine de PApWnq dont l’image re´ciproque par le marquage des groupes associe´s sont
xx1y , . . . , xxn1y, on voit que l’unique F -e´toile adjacente a` Z fixe´e par rBn est X . Donc,rBn fixe une unique F -e´toile dans l’e´pine de PApWnq.
4 Rigidite´ des automorphismes exte´rieurs d’un groupe de
Coxeter universel
Le but de cette partie est de de´montrer le the´ore`me 1.1. Nous distinguons diffe´rents cas,
selon la valeur de n. Soit α P AutpOutpWnqq.
4.1 De´monstration dans le cas n ¥ 5 et n  6
Soit X1 la t0u-e´toile fixe´e par le sous-groupe fini An de OutpWnq (l’unicite´ provient de
la proposition 3.3). Alors, d’apre`s la proposition 3.3, αpAnq est le stabilisateur d’une
unique t0u-e´toile X2. Or OutpWnq agit transitivement sur l’ensemble des t0u-e´toiles,
donc il existe ψ P OutpWnq tel que ψpX1q  X2. Posons α0  adpψq  α, alors α0pAnq 
adpψq  αpAnq  An.
Puisque α0|An est un automorphisme de An, que An est isomorphe a` Sn et que, pour
n  6, le groupe OutpSnq est trivial, quitte a` changer α0 dans sa classe d’automorphisme
exte´rieur, on peut supposer que α0|An  idAn .
Maintenant, e´tant donne´ que Bn  Un, nous avons α0pBnq  Bn  α0pUnq. Or
par la proposition 3.10 p2q, Bn fixe une unique F -e´toile. Par ailleurs, le stabilisateur de
cette F -e´toile est Un. Donc, puisque α0pUnq est e´galement le stabilisateur d’une unique
F -e´toile par la proposition 3.7 p4q, on obtient que α0pUnq  Un.
Or Un est isomorphe au produit semi-direct F
n2  Bn, et Bn agit sur F
n2 (vu
comme le quotient de Fn1 par son sous-groupe diagonal F ) par permutation des fac-
teurs. Soit σ P Bn. On note fixpσq l’ensemble des points fixes de σ agissant par con-
jugaison dans Fn2. Puisque, pour tout σ P Bn, α0pσq  σ, on voit que, pour tout
σ P t0u  Bn et pour tout g P F
n2  t1u, α0pσgσ
1q  σα0pgqσ
1 ; en particulier, si
g P fixpσq, alors α0pgq P fixpσq.
Soit maintenant σ  p2 . . . n  1q P Bn. Alors fixpσq  t0, rσ1,nsu. Donc, puisque
α0prσ1,nsq P fixpσq, on a α0prσ1,nsq  rσ1,ns. De meˆme, pour tout i P t1, . . . , n  1u,
α0prσi,nsq  rσi,ns. Ainsi, α0|Fn2  idFn2 . Puisque, par ailleurs, α0 est l’identite´ sur
Bn, on voit que α0|Un  idUn . De ce fait, e´tant donne´ que α0|An  idAn et que An et
Un engendrent OutpWnq par la proposition 2.1, on voit que α0  id et le re´sultat s’en
de´duit.
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4.2 De´monstration dans le cas n  6
Dans le cas ou` n  6, la proposition 3.3 s’appliquant encore, soit α0 un repre´sentant
de la classe d’automorphismes exte´rieurs de α tel que α0pAnq  An. Supposons que
la classe d’automorphisme exte´rieur de α0|An soit non triviale. Alors une description
explicite d’un automorphisme engendrant l’unique classe d’automorphismes exte´rieurs
de S6 (cf. [Mil]) donne, en identifiant An et S6 par l’unique isomorphisme envoyant τi
sur la permutation pi i  1q pour 1 ¤ i ¤ 5, que
α0pBnq  xrp1 2qp3 4qp5 6qs, rp1 6qp2 4qp3 5qs, rp1 4qp2 3qp5 6qs, rp1 6qp2 5qp3 4qsy .
Ainsi, α0pBnq agit transitivement sur les classes de conjugaison de tx1, . . . , xnu. Alors,
puisque α0pBnq  α0pUnq, par le quatrie`me point de la proposition 3.7, α0pBnq fixe une
F -e´toile X . Soit X un repre´sentant de X . Par la proposition 2.8, le noyau du morphisme
naturel α0pBnq Ñ AutgrpXq est isomorphe a` F
n2 X α0pBnq.
Or Fn2 X α0pBnq est un 2-sous-groupe distingue´ de α0pBnq. Comme α0pBnq est
isomorphe a` Sn1 et que n  6, nous avons F
n2 X α0pBnq  t1u. Donc α0pBnq
est isomorphe a` AutgrpXq car AutgrpXq est isomorphe a` Sn1. Soient maintenant X
le graphe sous-jacent a` X, v1, . . . , vn1 les feuilles de X, et vn le centre de X. Pour
j P t1, . . . , nu, soit xyjy l’image re´ciproque par le marquage du groupe associe´ a` vj . Le
groupe AutgrpXq, et donc α0pBnq, s’identifie a` l’ensemble des bijections de tv1, . . . , vnu
fixant vn. Or, par la proposition 2.1, il existe pi P Bijptx1, . . . , xnuq telle que pour tout
i P t1, . . . , nu, il existe zi PWn ve´rifiant :
yi  zixpipiqz
1
i .
Ceci contredit le fait que α0pBnq s’identifie a` l’ensemble des bijections de tv1, . . . , vnu
fixant vn car le groupe α0pBnq agit transitivement sur l’ensemble des classes de conju-
gaison de tx1, . . . , xnu. Donc la classe d’automorphisme exte´rieur de α0|An est triviale
et on conclut comme dans 4.1.
4.3 De´monstration dans le cas n  4
Dans le cas ou` n  4, la proposition 3.3 et le quatrie`me point de la proposition 3.7 ne
sont plus valables car alors tout sous-groupe de OutpWnq isomorphe a` S4 est isomorphe
au produit semi-direct V S3, ou` V est le groupe de Klein. Nous avons cependant la
proposition suivante.
Proposition 4.1. Soient n  4 et G un sous-groupe de OutpWnq isomorphe au produit
semi-direct Fn2 Sn1. Alors G est soit le stabilisateur d’une unique F -e´toile, soit le
stabilisateur d’une unique t0u-e´toile. Les deux cas sont mutuellement exclusifs.
De´monstration. Soient X un point de l’e´pine de POpWnq fixe´ par G (qui existe par
la proposition 2.3), et X un repre´sentant de X . Soient X le graphe sous-jacent a` X et
L l’ensemble des feuilles de X. La proposition 4.1 se de´montre de manie`re identique
a` la proposition 3.7 p3q, a` ceci pre`s que l’on ne peut pas exclure le cas ou` X posse`de
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n feuilles. Il faut alors distinguer le cas ou` |L|  n  1 et |L|  n. Si X posse`de n
feuilles, le lemme 3.1 donne que X est une t0u-e´toile. Si X posse`de n 1 feuilles, alors
la proposition 3.7 p3q donne que X est une F -e´toile.
Montrons maintenant que G ne peut fixer a` la fois une t0u-e´toile et une F -e´toile. Par
la proposition 3.7 p1q, G est le stabilisateur de tout point fixe´ par G.
Supposons que G soit le stabilisateur d’une t0u-e´toile X . Soient X un repre´sentant
de X , et X le graphe sous-jacent a` X. Soient v1, . . . , vn les sommets de X dont les
groupes associe´s sont non triviaux et, pour tout i P t1, . . . , nu, soit yi l’image re´ciproque
par le marquage du ge´ne´rateur du groupe associe´ a` vi. Alors le groupe G est le groupe
engendre´ par les permutations de ty1, . . . , ynu.
Soit Y une F -e´toile dans l’e´pine de POpWnq fixe´e par G. Par le corollaire 2.6,
FixKnpGq est connexe. Il existe donc un chemin continu dans FixKnpGq de X vers Y.
Les sommets par lesquels passe ce chemin sont uniquement des t0u-e´toiles et des F -
e´toiles au vu des points stabilise´s par G. Or le groupe engendre´ par les permutations de
ty1, . . . , ynu ne fixe aucune F -e´toile adjacente a` X. En effet, le groupe G contiendrait
un e´le´ment permutant le centre de la F -e´toile avec une feuille, ce qui n’est pas possible.
Donc G ne fixe aucune F -e´toile.
Enfin, l’unicite´ du point fixe provient du fait que l’ensemble des t0u-e´toiles et l’ensem-
ble des F -e´toiles sont discrets dans l’e´pine de POpWnq alors que l’ensemble des points
fixes de G est connexe par le corollaire 2.6.
Nous pouvons maintenant montrer le the´ore`me 1.1 dans le cas n  4.
Soit α P AutpOutpWnqq. Soit X1 la t0u-e´toile fixe´e par le sous-groupe fini An  S4
de OutpWnq. Par la proposition 4.1, αpAnq fixe soit une t0u-e´toile, soit une F -e´toile.
Si αpAnq fixe une t0u-e´toile, alors la meˆme de´monstration que pour le cas ou` n  6
dans la partie 4.1 montre que quitte a` changer α dans sa classe d’automorphisme ex-
te´rieurs, nous avons α|An  idAn . Par la proposition 4.1, le groupe Un  F
2 S3 fixe
soit une t0u-e´toile, soit une F -e´toile. E´tant donne´ que Bn  Un fixe une unique t0u-e´toile
ρ et une unique F -e´toile ρ1 et que α|Bn  idBn , on voit que αpUnq est soit le stabilisateur
de ρ, soit le stabilisateur de ρ1. Cependant, puisque le stabilisateur de ρ est An et que
α|An  idAn , on voit que αpUnq est le stabilisateur de ρ
1. Donc αpUnq  Un. Le reste de
la de´monstration est alors identique a` celle du cas ou` n  6 dans la partie 4.1.
Supposons que αpAnq fixe une unique F -e´toile. Construisons a` pre´sent un repre´sen-
tant de la classe d’automorphismes exte´rieurs de α. Puisque OutpWnq agit transitivement
sur les F -e´toiles, quitte a` changer α dans sa classe d’automorphismes exte´rieurs, on peut
supposer que αpAnq  Un. Soit V le groupe de Klein contenu dans An. Alors αpV q est
l’unique 2-sous-groupe distingue´ non trivial de Un. Donc
αpV q  xrσ1,4s, rσ2,4s, rσ3,4sy .
Ainsi, puisque BnXV  tidu, on voit que αpBnqXαpV q  tidu. Par ailleurs, An  BnV ,
donc Un  αpBnqαpV q. De ce fait, αpBnq est un sous-groupe de Un d’ordre 6. Or,
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il existe une unique classe de conjugaison de sous-groupes d’ordre 6 dans Un. Donc,
quitte a` changer α dans sa classe d’automorphismes exte´rieurs, on peut supposer que
αpBnq  Bn. De meˆme, puisque Bn est isomorphe a` S3, quitte a` changer α dans sa
classe d’automorphisme exte´rieur, on peut supposer que α|Bn  idBn .
De´terminons a` pre´sent l’image de rτ3s et rσ3,4s par α. Puisque rτ1srτ3s P V , on voit
que αprτ1srτ3sq P trσ1,4s, rσ2,4s, rσ3,4su. Or, rτ1s commute avec rτ1srτ3s, donc αprτ1srτ3sq
doit e´galement commuter avec rτ1s. De ce fait, αprτ1srτ3sq  rσ3,4s et αprτ3sq  rτ1srσ3,4s.
De´terminons l’image de rσ3,4s par α. Puisque αpBnq  Bn, le groupe αpUnq est le
stabilisateur d’un point fixe de Bn. Par la proposition 3.10, Bn fixe uniquement deux
sommets de l’e´pine de POpWnq : la t0u-e´toile stabilise´e par An et la F -e´toile stabilise´e
par Un. Comme αpAnq  Un, on a ne´cessairement αpUnq  An. Donc αprσ3,4sq P V .
Puisque rσ3,4s commute avec rτ1s, on obtient que αprσ3,4sq  rτ1srτ3s.
Donc α se restreint en l’identite´ sur Bn, envoie rτ3s sur rτ1srσ3,4s et rσ3,4s sur rτ1srτ3s.
Comme Bn, rτ3s et rσ3,4s engendrent OutpW4q, ceci montre qu’un tel automorphisme α,
s’il existe, est unique modulo automorphisme inte´rieur.
Re´ciproquement, montrons que l’application α de Bn Y trτ3s, rσ3,4su dans OutpW4q
de´finie par α|Bn  idBn , αprτ3sq  rτ1srσ3,4s et αprσ3,4sq  rτ1srτ3s s’e´tend de manie`re
unique en un morphisme de groupes de OutpW4q. Comme rτ1s commute avec rτ3s et
rσ3,4s, ceci montre que α est involutif, donc un automorphisme de OutpW4q. Sa classe
dans OutpOutpW4qq est non triviale (car son action sur l’e´pine de POpW4q est non
triviale), ce qui montre le the´ore`me 1.1 lorsque n  4.
Pour simplifier les notations, nous notons ri js la classe d’automorphismes exte´rieurs
de la transposition permutant xi et xj . Notons
S  tri js | 1 ¤ i, j ¤ 4u Y trσi,js | 1 ¤ i  j ¤ 4u,
qui est une partie ge´ne´ratrice de OutpW4q par la proposition 2.1. Un petit calcul e´le´-
mentaire montre que, si i  1, 2, alors
ri 4s  ri 3sr3 4sri 3s, rσi,4s  ri 3srσ3,4sri 3s,
αpri 3sqαpr3 4sqαpri 3sq  rj ksrσi,4s et αpri 3sqαprσ3,4sqαpri 3sq  rj ksri 4s,
ou` tj, ku  t1, 2, 3u  tiu. Conside´rons l’application rα de S dans OutpW4q e´tendant
α sur S X pBn Y tr3 4s, rσ3,4suq et telle que, si i  1, 2,
rαpri 4sq  rj ksrσi,4s et rαprσi,4sq  rj ksri 4s,
ou` tj, ku  t1, 2, 3u  tiu. Des calculs e´le´mentaires pour lesquels nous renvoyons a`
l’appendice A montrent que cette application pre´serve, quand n  4, la pre´sentation de
OutpWnq donne´e par [Gil, Theorem 2.20], ce qui conclut.
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4.4 De´monstration de la rigidite´ de AutpWnq
Nous de´montrons a` pre´sent le the´ore`me 1.2. Soient n ¥ 4 et α P AutpAutpWnqq. SoientrAn  xτ1, . . . , τn1y, rBn  xτ1, . . . , τn2y et rUn  xτ1, . . . , τn2, σ1,ny. En utilisant les
remarques 3.4, 3.8 p4q et 3.11 p2q, et en effectuant une de´monstration identique a` celle
du the´ore`me 1.1 dans les cas ou` n ¥ 5, on voit que, quitte a` changer α dans sa classe
d’automorphismes exte´rieurs, α|
rAn
 id
rAn
et que αprUnq  rUn.
Or rUn est isomorphe a` Fn1 rBn. Soit σ P rBn. On note fixpσq l’ensemble des points
fixes de σ agissant par conjugaison dans Fn1. On voit que pour tout σ P t0u  rBn et
pour tout g P Fn1  t1u, αpσgσ1q  σαpgqσ1 ; en particulier, si g P fixpσq, alors
αpgq P fixpσq.
Soit maintenant σ  p2 . . . n  1q P Bn. Alors fixpσq  t0, σ1,n,
±
i1,n
σi,n,
n1±
i1
σi,nu.
Donc αpσ1,nq P tσ1,n,
±
i1,n
σi,n,
n1±
i1
σi,nu. Comme
n1±
i1
σi,n est l’unique e´le´ment non trivial
dans le centre de rUn, on voit que αpσ1,nq  n1±
i1
σi,n.
Supposons par l’absurde que αpσ1,nq 
±
i1,n
σi,n. Pour j P t1, . . . , n1u, notons p1 jq
la transposition de rBn permutant x1 et xj . Alors, on voit que, pour tout j P t1, . . . , n1u,
αpσj,nq  αpp1 jqσ1,np1 jqq 
±
ij,n
σi,n.
Un calcul imme´diat montre alors que, pour tout j  k, n, et k   n,
αpσk,jq  αppj nqσk,npj nqq 
¹
ij,k
σi,j .
Or σ1,2σ3,4  σ3,4σ1,2, alors que
αpσ1,2qαpσ3,4qpx1q 
±
i1,2
σi,2
±
i3,4
σi,4px1q  x2x4x2x1x2x4x2 et que
αpσ3,4qαpσ1,2qpx1q 
±
i3,4
σi,4
±
i1,2
σi,2px1q  x4x1x4.
Donc αpσ1,2qαpσ3,4q  αpσ3,4qαpσ1,2q. Ceci contredit le fait que α est un morphisme
de groupes. Ainsi, αpσ1,nq  σ1,n. Par la proposition 2.1, nous avons α  id. Ceci
conclut la de´monstration du the´ore`me 1.2.
A Pre´sentation du groupe OutpW4q
Soit n  4. Pour simplifier les notations, nous notons ri js la classe d’automorphismes
exte´rieurs de la transposition permutant xi et xj . Nous rappelons que l’application
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ensembliste α : Bn Y trτ3s, rσ3,4su Ñ OutpWnq est de´finie par :
α|B  idBn ;
αpr3 4sq  r1 2srσ3,4s ;
αprσ3,4sq  r1 2sr3 4s.
Nous montrons dans cette appendice que l’application α s’e´tend de manie`re unique
en un morphisme de groupes de OutpW4q dans lui-meˆme. Nous montrons pour cela
qu’il pre´serve l’ensemble des relations d’une pre´sentation de OutpW4q. La pre´sentation
suivante est due a` Gilbert.
Proposition A.1. [Gil, Theorem 2.20] Soit n un entier plus grand que 2. Une pre´sen-
tation de OutpWnq est donne´e par :
(1) la partie ge´ne´ratrice S constitue´e de l’ensemble des permutations ri js pour les
entiers distincts i, j P t1, . . . , nu ainsi que l’ensemble des e´le´ments rσi,js pour les
entiers distincts i, j P t1, . . . , nu ;
(2) les relations suivantes :
(a) pour tout i P t1, . . . , nu,
±
ji  rσj,is  1 ;
(b) pour tous les i, j, k, ` P t1, . . . , nu avec i  j et k  `, si on pose τ  pi jq,
alors ri jsrk `s  rτpkq τp`qsri js ;
(c) pour tout j P t1, . . . , nu, pour tous les i, k P t1, . . . , nutju distincts, rσi,jsrσk,js 
rσk,jsrσi,js ;
(d) pour tous les i, j P t1, . . . , nu distincts, rσi,jsrσi,js  1 ;
(e) pour tous les i, j, k, ` P t1, . . . , nu deux a` deux distincts, rσi,jsrσk,`s  rσk,`srσi,js ;
(f) pour tous les i, j, k, ` P t1, . . . , nu, tels que k  `, si τ  pi jq, ri jsrσk,`s 
rστpkq,τp`qsri js ;
(g) pour tous les i, j, k P t1, . . . , nu deux a` deux distincts, rσj,isrσi,ksrσj,ks 
rσj,ksrσi,ksrσj,is.
Nous remarquons que, dans le cas ou` n  4, la relation pgq se de´duit des relations
paq, pdq et peq.
Proposition A.2. L’application α se prolonge de manie`re unique en un morphisme de
groupes de OutpW4q dans lui-meˆme.
De´monstration. Nous de´finissons tout d’abord une application prolongeant α sur
la partie ge´ne´ratrice S de OutpW4q de´finie dans la proposition A.1. Un petit calcul
e´le´mentaire montre que, si i  1, 2, ri 4s  ri 3sr3 4sri 3s, rσi,4s  ri 3srσ3,4sri 3s,
αpri 3sqαpr3 4sqαpri 3sq  rj ksrσi,4s, αpri 3sqαprσ3,4sqαpri 3sq  rj ksri 4s, ou` tj, ku 
t1, 2, 3u  tiu.
Nous conside´rons a` pre´sent l’application rα de S dans OutpW4q e´tendant α sur S X
pBnYtr3 4s, rσ3,4suq et telle que, si i  1, 2, rαpri 4sq  rj ksrσi,4s, rαprσi,4sq  rj ksri 4s, ou`
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tj, ku  t1, 2, 3utiu et, si i et j sont distincts et si j  4, rαprσi,jsq  rσj,4sri jsrk `srσj,4s,
ou` tk, `u  t1, 2, 3, 4u  ti, ju.
Ve´rifions maintenant que rα pre´serve la pre´sentation de AutpWnq. Ceci montrera querα se prolonge en un morphisme de groupes de OutpW4q dans lui-meˆme. De plus, e´tant
donne´ que B Y tr3 4s, rσ3,4su est une partie ge´ne´ratrice de OutpW4q (cf. [Mu¨h, Theorem
B]), au vu de la de´finition de rα, ceci conclura la de´monstration de la proposition. Nous
e´crivons pour chaque cas la relation ve´rifie´e en pre´alable a` la de´monstration.
p1q Pour tout i, pour tous les j, k, ` P t1, 2, 3, 4utiu deux a` deux distincts, rσj,isrσk,isrσ`,is 
1.
rαprσ1,4sqrαprσ2,4sqrαprσ3,4sq  r2 3sr1 4sr1 3sr2 4sr1 2sr3 4s  1.
Si j  4, et si i, k, ` P t1, 2, 3, 4u  tju sont deux a` deux distincts,
rαprσi,jsqrαprσk,jsqrαprσ`,jsq  rσj,4sri jsrk `srσj,4srσj,4srj ksri `srσj,4srσj,4srj `sri ksrσj,4s
 rσj,4sri jsrk `srj ksri `srj `sri ksrσj,4s  rσj,4srσj,4s  1.
p2q Pour tous les i, j, k, ` ve´rifiant i  j et k  `, si on pose σ  pi jq, alors ri jsrk `s 
rσpkq σp`qsri js.
Puisque rα est l’identite´ sur Bn, cette relation est ve´rifie´e si i, j, k, ` P t1, 2, 3u. Ve´ri-
fions les autres cas. Soient i, j P t1, 2, 3u distincts et k P t1, 2, 3u  ti, ju.
rαpri 4sqrαprj 4sq  rj ksrσi,4sri ksrσj,4s  rj isrj ksrσk,4srσj,4s
 rj isrj ksrσi,4s  rαprj isqrαpri 4sq.
Maintenant, si i, j, k P t1, 2, 3u sont deux a` deux distincts,
rαpri jsqrαprk 4sq  ri jsri jsrσk,4s  rσk,4s  rαprk 4sqrαpri jsq.
p3q Pour tout j, pour tous les i, k P t1, 2, 3, 4u  tju distincts, nous avons rσi,jsrσk,js 
rσk,jsrσi,js.
On note ` l’e´le´ment distinct de i, j et k.
Supposons que j  4. Alors
rαprσi,jsqrαprσk,jsq  rσj,4srj isrk `srj ksri `srσj,4s
 rσj,4srj `sri ksrσj,4s  rαprσ`,jsq
 rαprσk,jsqrαprσi,jsq.
Dans le cas ou` j  4,
rαprσi,4sqrαprσk,4sq  rk `sri 4sri `srk 4s  ri `srk 4sr` ksri 4s  rαprσk,4sqrαprσi,4sq.
p4q Pour tout i  j, nous avons rσi,jsrσi,js  1.
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On note ` et k les deux e´le´ments distincts de i et j.
Supposons que j  4. Alors
rαprσi,jsqrαprσi,jsq  rσj,4srj isrk `srj isrk `srσj,4s  1.
Si j  4, alors
rαprσi,4sqrαprσi,4sq  rk `sri 4srk `sri 4s  1.
p5q Si i, j, k, ` sont deux a` deux distincts, alors rσi,jsrσk,`s  rσk,`srσi,js.
Nous traitons tout d’abord le cas ou` j  4 ou `  4. Par syme´trie, nous pouvons
supposer que j  4.
rαprσi,4sqrαprσk,`sq  rk `sri 4srσ`,4srk `sri 4srσ`,4s
 rk `srσ`,isrk `sri 4srσ`,isri 4s
 rσk,isrk `sri 4srσk,isrk `sri 4s
 rσ`,4srσk,isrσ`,4srk `sri 4srσ`,4srσk,isrσ`,4srk `sri 4s
 rσ`,4srk `srσ`,isrσk,4srσ`,isrσk,4sri 4srσ`,4srk `sri 4s
 rσ`,4srk `sri 4srσ`,4srk `sri 4s  rαprσk,`sqrαprσi,4sq.
Nous effectuons maintenant le cas ou` i  4 ou k  4. Par syme´trie, nous pouvons
supposer i  4.
rαprσ4,jsqrαprσk,`sq  rσj,4srj 4srk `srσj,4srσ`,4srk `srj 4srσ`,4s
 rσj,4srj 4srk `srσk,4srk `srj 4srσ`,4s
 rσj,4srσ`,jsrσ`,4s ;
rαprσk,`sqrαprσ4,jsq  rσ`,4srj 4srk `srσ`,4srσj,4srk `srj 4srσj,4s
 rσ`,4srj 4srk `srσk,4srk `srj 4srσj,4s
 rσ`,4srσ`,jsrσj,4s
 rσj,4srσ`,4srσj,4srσ`,jsrσ`,4srσj,4srσ`,4s
 rσj,4srσk,4srσ`,jsrσk,4srσ`,4s
 rσj,4srσ`,jsrσ`,4s  rαprσ4,jsqrαprσk,`sq.
p6q Pour tous les i, j, k, ` tels que k  `, si τ  pi jq, alors ri jsrσk,`s  rστpkq,τp`qsri js.
On note a et b les e´le´ments ve´rifiant ta, bu  t1, 2, 3, 4u  tk, `u.
Nous supposons tout d’abord que i, j P t1, 2, 3u. Supposons e´galement que `  4. Si
ti, ju X tk, `u  ∅, alors ta, bu  ti, ju et τpkq  k et τp`q  `. Donc
rαpri jsqrαprσk,`sq  ri jsrσ`,4srk `sri jsrσ`,4s  rσ`,4srk `sri jsrσ`,4sri js  rαprσk,`sqrαpri jsq.
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Si ti, ju X tk, `u  tku  tiu, alors ta, bu  tj, 4u et τpkq  j et τp`q  `. Donc
rαpri jsqrαprσi,`sq  ri jsrσ`,4sri `srj 4srσ`,4s  rσ`,4srj `sri 4srσ`,4sri js  rαprσj,`sqrαpri jsq.
Si ti, ju X tk, `u  t`u  tiu, alors ta, bu  tj, bu avec b R ti, ku et τpkq  k et
τp`q  j. Donc
rαpri jsqrαprσk,isq  ri jsrσi,4srk isrj bsrσi,4s  rσj,4srk jsri bsrσj,4sri js  rαprσk,jsqrαpri jsq.
Si ti, ju X tk, `u  ti, ju, alors ti, ju X ta, bu  ∅. De plus, puisque i et j jouent un
roˆle syme´trique, nous pouvons supposer que τpkq  j et τp`q  i. Donc
rαpri jsqrαprσi,jsq  ri jsrσj,4sri jsra bsrσj,4s  rσi,4sri jsra bsrσi,4sri js  rαprσj,isqrαpri jsq.
Supposons maintenant que `  4.
Si ti, ju X tk, `u  ∅, alors ta, bu  ti, ju et τpkq  k et τp`q  `. Donc
rαpri jsqrαprσk,4sq  ri jsri jsrk 4s  ri jsrk 4sri js  rαprσk,4sqrαpri jsq.
Si ti, ju X tk, `u  tku  tiu, alors ta, bu  tj, bu, avec b  i et b  4 et τpkq  j et
τp`q  `. Donc
rαpri jsqrαprσi,4sq  ri jsrj bsri 4s  ri bsrj 4sri js  rαprσj,4sqrαpri jsq.
Supposons maintenant que j  4. Supposons e´galement que `  4. Puisque j  4,
le cas ou` `  4 est syme´trique au cas ou` k  4.
Si ti, 4u X tk, `u  ∅, alors ta, bu  ti, 4u et τpkq  k et τp`q  `. Donc
rαpri 4sqrαprσk,`sq  rk `srσi,4srσ`,4srk `sri 4srσ`,4s
 rσi,4srσk,4srk `srk `sri 4srσ`,4s
 rσ`,4srk `sri 4srσk,4srk `s
 rσ`,4srk `sri 4srσi,4srσk,4srσi,4srk `s 
 rσ`,4srk `sri 4srσ`,4srσi,4srk `s  rαprσk,`sqrαpri 4sq.
Si ti, 4u X tk, `u  tku  tiu, alors ta, bu  ta, 4u, avec a  i et a  ` et τpkq  4 et
τp`q  `. Donc
rαpri 4sqrαprσi,`sq  ra `srσi,4srσ`,4sri `sra 4srσ`,4s
 rσi,4srσa,4sra `sri `sra 4srσ`,4s
 rσ`,4sra `sri `sra 4srσ`,4s
 rσ`,4sri asr` 4srσa,4sra `s
 rσ`,4sri asr` 4srσi,4srσa,4srσi,4sra `s
 rσ`,4sri asr` 4srσ`,4srσi,4sra `s  rαprσ4,`sqrαpri 4sq.
Si ti, 4u X tk, `u  tku  t4u, alors ta, bu  ta, iu, avec a  4 et a  ` et τpkq  i et
τp`q  `. Donc
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rαpri 4sqrαprσ4,`sq  ra `srσi,4srσ`,4sr4 `sra isrσ`,4s
 rσi,4srσa,4sra `sr4 `sra isrσ`,4s
 rσ`,4sra `sr4 `sra isrσ`,4s
 rσ`,4sr4 asr` isrσa,4sra `s
 rσ`,4sr4 asr` isrσi,4srσa,4srσi,4sra `s
 rσ`,4sr4 asr` isrσ`,4srσi,4sra `s  rαprσi,`sqrαpri 4sq.
Si ti, 4u X tk, `u  t`u  tiu, alors ta, bu  ta, 4u, avec a  k et a  i et τpkq  k et
τp`q  4. Donc
rαpri 4sqrαprσk,isq  ra ksrσi,4srσi,4srk isra 4srσi,4s
 ra ksrk isra 4srσi,4s
 ra isrk 4sra ksrσi,4s  rαprσk,4sqrαpri 4sq.
Si ti, 4u X tk, `u  ti, 4u, alors k  4 et ta, bu X ti, 4u  ∅ et τpkq  i et τp`q  4.
Donc
rαpri 4sqrαprσ4,isq  ra bsrσi,4srσi,4sr4 isra bsrσi,4s
 ra bsr4 isra bsrσi,4s
 r4 isra bsra bsrσi,4s  rαprσi,4sqrαpri 4sq.
Donc rα pre´serve toutes les relations donne´es dans la proposition A.1. De ce fait, rα
se prolonge en un morphisme de groupes de OutpW4q dans lui-meˆme. Ceci conclut la
de´monstration.
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